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Przestrzenie LP dla p € [1, o0)

Niech (€, X, 1) bedzie ustalong przestrzenia z miara.

Przestrzen funkcji catkowalnych w p-tej potedze:
LP(p) := {x : Q — FF mierzalna : / Ix(t)|P dp < oo}
Q

o wartosciach w ciele F = R, C wraz z dziataniami

dziatania
(x+y)(t) == x(t)+ y(t), (Ax)(t) == Ax(t) < okreslone >

punktowo!

gdzie x,y € LP(u), A € F, jest przestrzenia liniowa nad F.

Na przestrzeni LP(u) okreslona jest tzw. p-ta norma
1

Il = (f x(t I”du)
def ;L_pw0 J

Uwaga: |[x||, =0 <= pu({t € Q: x(t) # 0}) =0 & x




Twierdzenie (Nieréwnos¢ Héldera)
Dla 1 < p, g < oo takich, ze %+% =1loraz x € LP(p)iy € L9(u)
- ylle < lxllp - llyllas

czyli
1 1
p q
Iyl dp < (f [x|P dﬂ) (f !yl"du>
Q Q Q
Réwnos¢ zachodzi <= |x|P i |y|9 sa liniowo zalezne u-pw
(tzn. istnieja a, B € F, (o, B) # (0,0), takie, ze a|x|P = By|7 p-pw)

Dowdd: Jesli ||x||, =0, to x =0 p-pw, skad x -y =0 p-f logarytm!
zachodzi trywialnie. Podobnie, gdy ||y|q = 0. Zatézmy zat )

Ix|lp # 0 |lyllqg # 0. Zastosujemy nieréwno$¢ Younga,
ktéra méwi, ze dla dowolnych liczb a, b > 0 mamy

1 1
a-b< =af + =b9,
p q

a ktéra wynika z wtasnosci logarytmu:
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In(Lar 4+ Lpa 7
In(ab) = Ina+1Inb (p ? ) y=Iz

71| P 1 q
= =In =1In
- a—i-q b

< In( aP + = bq)
nieréwnos¢ wynika z wklestosci
logarytmu. Zdejmujac In otrzy-
mujemy nieréwno$¢ Younga.
Réwnosé zachodzi <= aP = b9

1 py 1 q
plna +qlnb

,l aP %ap_._ %bq b

Podstawiajac a = l\)\igﬁil b= Iﬁ'(”)l otrzymujemy

MOl 1 P 1 ()7

Ixlpllylle = 2 x5 lylg
Ca’fkujqc powyz'szq nieréwnos¢ obustronnie mamy

dla kazdego t € Q.

Jo Xy (O)ldp _ 1 Jo Ix(t I"du+1 Jaly®l9dp 1 1,
IIXllpHyIIq “p x5 g yvld P q

Dzielgc przez ||x||p|ly|lq dostajemy ||Ix - ylls < [Ix[|p - ¥ |lq-

Przy czym . kP |y(r)|q

v 1X = lIxllp - llyllq X H-pW.



I ylle = lixllp - llyllg <= lIyllg - IxIP = lixll5 - [y|9 p-pw

< |x|P i |y|9 sa liniowo zalezne u-pw
=" Jesli alx|P = Bly|9 i-pw, to catkuiac al|x|5 = Byl
skad jesli (o, 8) # (0,0), to |lyllg - [x[P = [Ix[l5 - ly|? p-pw. W
Twierdzenie (Nieréwnos¢ Minkowskiego)

Dla dowolnego p > 1 oraz x,y € LP(u)

Ix + yllp < lIxllo + llyllp-

Dowdd: Dla p =1 dowdd jest tatwy:

N.Tréjkata
<

Ix+ylli= [Ix+yldu < [Ix|+lyldp= [|x|dp+[ly|du
Q Q Q Q

=[xz + Iyl

Zatézmy, ze p > 1. Niech g := p/(p —1). Wtedy 1/p+1/q = 1.
Mozemy zatem zastosowaé nieréwnos¢ Holdera!
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Ix+yllp= Jolx+ylPdu= [olx+y| |x+ylPtdu

N.Tréjkata 1 1
Jo Xl Ix+ylP~tdu+ [olyl - Ix+y[Ptdu

N.Héldera x2
Il - (Jq Ix + yl9te=D dﬂ)
+ llyllp - (Jq lx +y|"(p‘1)du)5

q(p—1)=p
=72 \xllp - lIx + YIE T+ llyllo - IIx + v 15/

= (Ixllp + llyllo) - IIx + y 115

|p/q

Dzielac obie strony przez ||x + y| i stad, ze p— p/qg =1 mamy

+
bty = 22 < il + o

Konwencja:
W przestrzeni LP(u) utozsamiamy funkcje réwne p-pw

(formalnie elementami LP(u) sa klasy abstrakeji relacji y "B )
Wtedy (LP(w), || - ||p) jest przestrzenia unormowana!
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Tw. LP(u) jest przestrzenia Banacha dla kazdego p € [1, ).

)
Dowdd: Niech {x,}°°; C LP(u) ciag Cauchy. Jezeli ciag Cauchy
posiada podciag zbiezny, to jest zbiezny. Zatem przechodzac do m
podciagu mozemy zatozy¢, ze ||x, — Xmllp < (1/4)" dlam>n.
Potézmy A, := {t € Q: |[xn(t) — xp11(t)| > (1/2)"} oraz

= () U An=1{t € Q: YaTmon Ixa(t) = xnra(t)] = (1/2)"}.

N=1 n=N
Wtedy
(1/2)"1u(An) < [a, [Xn = Xn11? dpt < |10 — X1 ]lp < (1/4)"P
N———

>(1/2)m
skad p(Ap) < (1/2)"P. Zatem

o

UA Z An) <D (1/2)" —0, przy N — oo.

n= N=n n=N
Czyli u(A) = 0. Zauwazmy dalej, ze



t € D\A <= Iy Vizn [xn(t) —xns1 ()] < (1/2)"

<~ EIN vanzN ‘Xn(t) - Xm(t)| < i (1/2)

k=n

Kk h,m—00
—

0.

Zatem dla t € Q\ A ciag liczbowy {x,(t)}7 jest Cauchy, a wiec
jest zbiezny. Potézmy x(t) := lim,—00 Xn(t), gdy t € Q\ A, oraz
x(t) =0, gdy t € A. Sprawdzamy zbiezno$¢ w normie:

Ix—xa8 = / Ix(8) — xa ()P s = /Q fim  [xon(£) — xa()|P

\A m—o0
Fatou
< lim |nf/ |Xm—xXn|P du < sup [Xn—xm||p < (1/4)P" — 0.
m—>00 m n

Zatem x, LISV szczegdlnosci || x|, < [[x — Xp|lp + [|Xnllp < 00,

czyli x € LP(p). |

Uwaga. Z dowodu wynika, ze x, & X = EI{Xn yoo X P x.
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Prz. (Wedrujacy garb) Na przestrzeni LP[0,1] := LP(\), gdzie A
miara Lebesgue’a na odcinku [0, 1] ustawmy ciagi k-elementowe

(k) =1 gy i=1,...k k€N, wjeden ciag {xn}°;:
X To T3
: 0 ! : —
x1 = 1p,ay, X2 = Ljg 1y,
| s =lpgyoa=Tpy,
I 1 S s= Ty e =l
o x7 =1 1), % = 12 1)

-1 1
Weedy xp =5 0, bo x{llp = (Jjo.yy L=z 1) dN)? = (1/K)1/P =0
przy k — oo. Ale dla kazdego t € [0,1) aqg liczbowy {x,(t)}52,

jest rozbiezny (ma dwa punkty skupienia 0 i 1). Czyli x, 0.
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Catka wzgledem miary liczacej, to suma!
Ciagi to funkcje na zbiorze N Ilub {1, ...,n}!

Prz. Jesli Q = N i p jest miarg liczaca, to LP(p), p € [1,00), jest
przestrzenia ciaggéw sumowalnych w p-tej potedze:

= {x:(x(l) )erN: Z|x \p<oo}
z dziataniami po wspétrzednych i norma

Il = ( & \x(k)v’)’l’

Prz. Jesli Q = {1,...,n} i p miara liczaca, to LP(p) = F" jest

n-wymiarowa przestrzenia Banacha z norma
1

W P
Ixllp := (z \x(k)v’)
k=1




Funkcje charakterystyczne zbioréw o mierze skonczonej rozpinaja
liniowo przestrzen catkowalnych funkcji prostych

E(p) :==1lin{la, : Ak € X, u(Ax) < o0}
n
= {ZaklAk cag €F, u(Ay) <oo,k=1,...,n¢ N} .
k=1
Ponadto £(u) zawiera sie w kazdej z przestrzeni LP(u) jako gesta
podprzestrzen liniowa (z definicji catki Lebesgue'a).
Stw.
Dla p € [1,400), E(n) C LP(u) jest gesta podprzestrzenia. Czyli
LP(p) = E(,u)”'”p jest uzupetnieniem przestrzeni £(u) w normie

Il = ( J |X(t)|PdM)p
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